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Einleitung

Die Bieri-Neumann-Strebel (BNS) Invarianten fiir diskrete Gruppen wurden erst-
mals in [BS80; BNS87; BR8] eingefithrt und untersucht. Seither hat dieses Teilgebiet
der geometrischen Gruppentheorie in verschiedenen anderen Gebieten der Mathematik
Anwendungen gefunden. Als modernes Beispiel in der aktuellen Forschung kann die
sogenannten tropischen Geometrie angefithrt werden [BG84; MS15].

Diskrete Gruppen sind fundamentale Bausteine fiir verschiedenste Bereiche der mo-
dernen Mathematik und der theoretischen Physik. Im Allgemeinen sind diskrete Grup-
pen aber sehr komplexe Objekte, welche schwierig zu charakterisieren sind. Der Fall von
endlichen (einfachen) Gruppen ist gut verstanden: Hier gelang es in den letzten Jahr-
zehnten und unter Mitwirkung von Dutzenden von Mathematikern, eine vollstandige
Klassifizierung auszuarbeiten. Dadurch ist auch sehr viel iiber alle endlichen Gruppen
bekannt.

Uber unendliche (diskrete) Gruppen weiss man noch deutlich weniger als iiber end-
liche Gruppen. Es gibt aber verschiedene Ansétze, wie man solche Gruppen charakte-
risieren kann. In dieser Arbeit wollen wir einige geometrische Methoden vorstellen, mit
denen diskrete Gruppen untersucht werden konnen. In der geometrischen Gruppen-
theorie ist der Cayley Graph das zentrale Objekt. In Kapitel 2 werden wir aber sehen,
dass der Cayley Graph von einer arbitraren Wahl der Erzeugermenge abhangt. Er
stellt somit keine intrinsische Eigenschaft der Gruppe dar. Man kommt sodann zur
Einsicht, dass nicht der Cayley Graph selber, sondern lediglich gewisse (geometrische)
Invarianten dieses Graphen die zu Grunde liegende Gruppe charakterisieren kénnen.

Ein Hauptziel dieser Arbeit ist es, die Invariante X! der BNS Theorie als inter-
essantes und einflussreiches Beispiel einer Invarianten des Cayley Graphen einzufiihren
und zu erldutern. Dies wird spater im Kapitel 2 geschehen. X! kann auf mehrere unter-
schiedliche Weisen definiert werden, und wir wahlen hier die elementarste daraus. Der
Index in X! bedeutet, dass héherdimensionale Verallgemeinerungen der Invarianten
eingefithrt und untersucht wurden [Ren88]. Einige geschichtliche Entwicklungen sind
auch in Ref. [Str13] beschrieben. Der Einfachheit halber bezeichnen wir in dieser Arbeit
die Invariante ¥ ohne Index, so wie sie urspriinglich eingefithrt und genannt wurde.

Diese Arbeit ist folgendermassen aufgebaut. Im Kapitel 1.1 fithren wir grundle-
gende Begriffe der Gruppentheorie ein: Gruppen und Untergruppen, Erzeugermengen,
Basen etc, und diskutieren einige Beispiele dazu. Freie Gruppen sind zentrale Baustei-
ne der diskreten Gruppentheorie. In Kapitel 1.2 fithren wir freie Gruppen ein, zusam-
men mit Begriffen der Graphentheorie, welche sich spéater als hilfreich erweisen wer-
den. Die freie Gruppe wird in Kapitel 1.3 explizit als Homotopiegruppe eines Graphen
konstruiert. In Kapitel 1.4 folgen weitere Konzepte wie Normalteiler, Faktorgruppen,
Homomorphismus etc, und einige wichtige Satze dazu werden bewiesen. Im letzten
Kapitel 1.5 der Einfithrung besprechen wir die Abelisierung einer Gruppe und stellen
den Klassifikationssatz fiir abelsche Gruppen vor (ohne Beweis). Mit diesem Riistzeug
konnen wir uns dem eigentlichen Thema, der geometrischen Gruppentheorie und der
BNS Invarianten ¥, in Kapitel 2 zuwenden.
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Kapitel 2.1 startet mit dem Calyley Graphen, einer geometrischen Darstellung dis-
kreter Gruppen, und gibt einige Beispiele dazu. Als nachstes, in Kapitel 2.2, betrachten
wir Homomorphismen, welche die Gruppenelemente auf die reelle Achse abbilden. Diese
sogenannten Charakter lassen sich auf den Cayley Graphen erweitern, und wir zeigen,
dass sie als Punkte einer Sphére (der sog. Charaktersphdre) verstanden werden konnen.
In Kapitel 2.3 fithren wir die >-Invariante als offene Teilmenge der Charaktersphéare ein
und in 2.4 beweisen wir Kriterien, die es erlauben zu entscheiden, ob ein Charakter zu
3 gehort oder nicht. Schliesslich prasentieren wir Anwendungen der BNS Theorie als
Theoreme in Kapitel 2.5 (ohne Beweise). Diese Anwendungen und drei abschliessende
Korollare sollen aufzeigen, wie die BNS Theorie helfen kann, abstrakte algebraische
Eigenschaften diskreter Gruppen geometrisch zu formulieren. Beispielsweise gibt die
Theorie iiberraschend allgemeine Einblicke in die endliche Prdisentierbarkeit solcher
Gruppen.

Danksagung

Ganz herzlich mochte ich Prof. Dr. Robert Bieri danken, fiir seine Bereitschaft, mich
mit viel Geduld und mit Informationen aus erster Hand in dieses reichhaltige und span-
nende Gebiet der Mathematik einzufithren. Weiter mochte ich Prof. Dr. Hungerbiihler
danken fiir seine Anregungen und seine hilfreichen Riickmeldungen. Vielen Dank geht
auch an Franz Bieri fiir ein detailliertes Korrekturlesen.



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Grundlegendes zu Gruppen

In dieser Arbeit werden beim Leser lediglich einige grundlegende Konzepte der
Mengenlehre und der Gruppentheorie vorausgesetzt. In diesem ersten Kapitel wollen
wir die notwendigen Definitionen zu Gruppen in Erinnerung rufen und festlegen.

(Gruppe) Eine diskrete Gruppe (G, -) ist eine endliche oder abzdhlbar unendliche
Menge G, welche eine assoziative bindre Verkniipfung (das Produkt ,-¢), sowie ein
neutrales Element und Inverse besitzt. Genauer fordern wir fiir das Produkt - : GXxG —
G folgende Axiome:

e Assoziativitit: (g1 -g2) g5 =91 (92 93), V91,9293 € G.
e Neutrales Element: Es gibt ein Element 1 e G mit 1-g=g¢g-1=g¢, Vg € G.

1 1

e Inverse: Zu jedem g € G gibt es ein Inverses ¢! € Gmit g- gt =gt -g=1.
Zur Vereinfachung der Notation lassen wir das Verkniipfungszeichen oftmals aus, d.h.
wir schreiben ¢ - ¢ = ¢g¢’ oder G fur die Gruppe. Die Ordnung der Gruppe ist die
Anzahl Elemente in G (Kardinalitdt |G|).

Bemerkung. Es folgt einfach aus den Gruppenaxiomen, dass es genau ein neutrales
Element gibt und dass jedes g € G ein eindeutiges Inverses ¢! hat.

(Abelsche Gruppe) Eine Gruppe nennt man abelsch oder kommutativ, falls alle
Elemente miteinander vertauschen, d.h. wenn ¢192 = ¢291, Vg1, 92 € G. Fiir abelsche
Gruppen bezeichnet man die Verkniipfung gewthnlich mit ,,+“, das neutrale Element
mit ,,0¢ und das Inverse von g mit —g. Allgemein wird das neutrale Element manchmal
auch ,e“ geschrieben.

(Untergruppe) Eine Untergruppe U ist eine Teilmenge von G, welche unter dem
Produkt abgeschlossen ist, d.h. u-v,u~! € U, VYu,v € U. Fiir Untergruppen von G be-
niitzt man oft die Notation U < G. Eine Gruppe hat immer die triviale Gruppe {1} und
sich selber als Untergruppe. Aber es gibt natiirlich auch interessantere Untergruppen.

(Erzeugermenge) Sei X eine Teilmenge von G, und X ! die Menge der Inversen.
Betrachten wir Y = X U X~ !. Die Menge der Produkte aus Y ist eine Untergruppe
von (G, da sie abgeschlossen ist. Diese Untergruppe schreibt man als gp(X) [auch (X)]:

gP(X):{yl?ﬁyk‘ y17y277yk€XUX_17kEN} gG (]‘]‘)
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Falls gp(X) die ganze Gruppe G ergibt, d.h. ist gp(X) = G, so heisst X erzeugend
oder Erzeugermenge von GG. Mit anderen Worten: Wenn jedes Element von G durch ein
Produkt aus Y dargestellt werden kann, so sagt man, dass die Gruppe G durch X C G
erzeugt wird. Wenn G eine endliche Erzeugermenge hat, so nennt man die Gruppe
endlich erzeugt. In dieser Arbeit gehen wir immer von endlich erzeugten Gruppen G
aus.

Bemerkung. Jede Gruppe (ausser der trivialen {1}) hat viele Erzeugermengen. An-
hand von Beispielen sieht man leicht, dass es im Allgemeinen selbst dann eine Vielzahl
von Moglichkeiten gibt, wenn wir uns auf minimale (d.h. kleinstmogliche) Erzeuger-
mengen beschranken.

Eine Gruppe G = gp(B) nennt man frei dber B, wenn jedes Element von G auf
eindeutige Weise durch ein Produkt von Erzeugern in B dargestellt werden kann. In
diesem Fall wird B eine Basis von G genannt, was dieses Konzept der linearen Algebra
auf Gruppen verallgemeinert. Wegen deren grosser Bedeutung werden wir freie Grup-
pen und Basen im néchsten Kapitel noch naher betrachten. Hierzu aber erst einmal
einige Beispiele.

Beispiel 1.1. Ein einfaches Beispiel ist die zyklische Gruppe (Z,,,+). Es ist die additive
Gruppe der ganzen Zahlen modulo n, d.h. j +n = j. Diese Gruppe ist offensichtlich
kommutativ und sie wird von X = {1} erzeugt. Man koénnte aber z.B. auch X = {2,3}
als Erzeugermenge wéhlen. Die Gruppe ist wegen der zyklischen Relation allerdings
nicht frei, da man jedes Element auf verschiedenste Arten darstellen kann: a = a+n =
a+2n=....

Beispiel 1.2. Die additive Gruppe (Z,+) wird von {1} frei erzeugt: Jede ganze Zahl
kann eindeutig dargestellt werden. Allgemein nennt man die Gitter (Z", +) frei abelsche
Gruppen uber der kanonischen Basis von Z".

Beispiel 1.3 (Satz von Cayley). Die symmetrischen Gruppen S, d.h. die Permu-
tationen von n Objekten, sind ,universell“, im Sinne dass jede endliche Gruppe G
isomorph ist zu einer Untergruppe von S|g;.

Beispiel 1.4. In Geometrie und Physik sind Symmetriegruppen ausserst wichtig. Hier
konnten wir die Symmetrien des Polygons mit n Ecken in der Ebene anfiihren: Die
Diedergruppe D,,. Diese Gruppe enthalt n Spiegelungen und n Rotationen, ihre Ord-
nung ist also 2n. Die Gruppe wird von zwei Spiegelungen {s, s'} erzeugt. Alternativ
kann man als Erzeugermenge eine Spiegelung und eine Rotation {s,r} wéhlen. Man
tiberzeugt sich leicht, dass die Gruppe nicht abelsch ist. (Abb. 1.1)

1.2 Freie Gruppen und Graphen

In diesem Kapitel diskutieren wir freie Gruppen und fiihren einige grundlegende
Begriffe der Graphentheorie ein. Im néchsten Kapitel werden wir die freie Gruppe
dann explizit mit Hilfe von Graphen konstruieren.
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Abb. 1.1: Pentagon (n-gon mit n = 5) und dessen Symmetrien Ds.
Die 5 Spiegelungen an den gestrichelten Geraden sind si,...,ss. Die
Rotationssymmetrien sind r",n =1,...,5.

(Basis) Spezielle Erzeugermengen B (mit 1 ¢ B) bezeichnet man als Basis der
Gruppe G, wenn jedes Element g € G genau eine Darstellung als Produkt

g=WY2---Yn, Y €Y = BUB™ (1.2)

besitzt.

Die Formulierung , genau eine Darstellung® ist etwas vage. Um dies zu prazisieren
kommen wir nicht darum herum, den Begriff der reduzierten Worter einzufithren. Ein
Wort vom Alphabet Y = B U B~! ist eine Folge von Elementen aus der Menge Y.
Nun sei das Alphabet gegeben durch die Gruppenelemente B und ihrer Inversen. Ein
reduziertes Wort im Alphabet BUB™! ist ein Wort, in dem Inverse nicht nebeneinander
stehen [d.h. Worter (...,b,b71,...) sind nicht reduziert]. Durch Multiplikation kann
jedem solchen Wort ein Element in G zugeordnet werden, wie in Gl. (1.2) geschrieben.
,Genau eine Darstellung® bedeutet nun, dass es fiir jedes g € G genau ein reduziertes
Wortin BUB™! gibt, aus dem ¢ durch Multiplikation hervorgeht. Der springende Punkt
ist hier, dass man Darstellungen von g, die durch triviales Einfiigen von 1 = bb~! in
(1.2) erfolgen, nicht als neue Worter betrachten will. Ein dhnliches Konzept einer Basis
gibt es in der linearen Algebra, allerdings ist in diesem Fall die Verkniipfung abelsch.

(Freie Gruppe) Anders als in der linearen Algebra sind Gruppen, die eine Basis
besitzen, sehr speziell — man nennt sie freie Gruppen. Die Anzahl Basiselemente |B)|
einer freien Gruppe wird ihr Rang genannt. Da alle freien Gruppen mit Rang k isomorph
sind, schreibt man dafiir Fj,.

Bemerkung. Zwischen Vektorraumen und freien Gruppen bestehen gewisse Analo-
gien. Auch bei Vektorrdumen spricht man von einer Basis {b;}, wenn jeder Vektor v
eindeutig als Linearkombination, v = Y, viby, dargestellt werden kann. Dies ist gleich-
bedeutend mit der Eindeutigkeit des Nullvektors: > vpb, = 0 < v, = 0. Bei freien
Gruppen ist die Situation etwas anders, da die Verkntipfung nicht abelsch ist und weil
kein Zahlenkorper vorhanden ist. Allerdings kann man zeigen, dass die Eindeutigkeit
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der Darstellung des Neutralelements auch hier eine hinreichende Bedingung fiir die
Existenz einer Basis und die Freiheit der Gruppe ist: Nehmen wir an, 1 sei eindeutig
durch das leere Wort in BU B! dargestellt, d.h. es gibt kein anderes reduziertes Wort
(yx) mit 1192 ...y, = 1. Sei g (# 1) ein Element mit zwei verschiedenen Darstellungen:
g = T1...T, = Y1...Ym- Nun konnen wir das Neutralelement durch Multiplikati-
on mit Inversen erhalten: 1 = x1...2,y.'...y; " Da die Darstellungen verschieden
sind (z,, # Ym, etc), konnen wir dieses Wort nicht reduzieren, was in Widerspruch
zur Annahme ist. Also ist die Freiheit der Gruppe bereits durch die Eindeutigkeit des
Neutralelements gegeben.
(Graph) Ein gerichteter Graph

r'=(V,K,a,p) (1.3)

besteht aus einer Menge von Knoten V', einer Menge von Kanten K, sowie den Abbil-
dungen

a,f: K=V, (1.4)

welche jeder Kante einen Anfangs- bzw. Endknoten zuordnen. Wenn V' abzahlbar ist
und in jedem Knoten endlich viele Kanten starten und enden, so kann man I' auch
als Unterraum von R? realisieren. Bildlich kénnen wir Knoten als geometrische Punkte
im Raum zeichnen, welche durch Kanten als Linien verbunden sind. Einfache Beispiele
sind in Abb. 1.2 gezeigt. Die Richtung einer Kante kann als Pfeil {iber der Linie vom
Anfangs- zum Endknoten gezeichnet werde. Fir Kantenschlaufen [d.h. mit a(k) = B(k)]
miissen wir deren Richtung zusétzlich festlegen.

Abb. 1.2: Gerichtete Graphen. Links: Rose mit wvier Bldttern
(zusammenhédngender Graph aus vier Kantenschlaufen).
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(Kantenweg) Um Kantenwege auf einem Graphen zu bilden, miissen zuerst inverse

Kanten eingefithrt werden:
K'={k"keK} (1.5)

mit K N K~ =0 und (k™) = B(k), B(k7') = a(k). Die inversen Kanten sind also
die Kanten des Graphen mit entgegengesetzter Richtung. Von nun an verwenden wir
,Kante* fiir alle Elemente von K U K. Ein Kantenweg w ist eine Folge von Kanten

w:(kl,kg,...,kn>, /{jEKUKil (16)

mit a(k;41) = B(k;) fiir alle 1 < j < n. Hier ist {(w) := n die Linge von w. Die Menge
der Kantenwege eines Graphen I' schreiben wir W(T'). K U K~! sind die Kantenwege
der Lange 1. Die Abbildungen o und  auf Anfangs- bzw. Endknoten von Kanten
erweitern sich auf Kantenwege,

a,B: W)= V. (1.7)

Der Vollstéandigkeit halber soll W(T") fiir jeden Knoten v € V einen Kantenweg der
Lénge 0 enthalten: 1, € W(T') mit «(1,) = 8(1,) = v, 1;' =1, und {(1,) = 0.

Kantenwege mit a(w) = f(w) nennt man geschlossen. Graphen, bei denen jedes
Paar von Knoten durch einen Kantenweg verbindbar ist, nennt man zusammenhdngend.
In der Folge gehen wir von zusammenhéngenden Graphen aus.

(Baum) Bdume sind zusammenhéngende Graphen, die keine geschlossenen Kanten-
wege besitzen. Ein Beispiel fiir einen Baum ist in Abb. 1.3a gegeben.

(Maximaler Baum, Sehnenzahl) Ein Graph I' besitzt einen mazimalen Baum
I'y als Untergraph. I'y ist definiert als der grosste Untergraph von I', welcher keine
geschlossenen Kantenwege besitzt. Die Anzahl Kanten von I, die in I'y fehlen, d.h.
|K \ Kpl|, nennt man die Sehnenzahl. Typischerweise hat ein Graph viele maximale
Baume. Man kann aber zeigen, dass die Sehnenzahl nicht von dieser Wahl abhangt
und eine intrinsische Charakteristik des Graphen darstellt (ohne Beweis).

(k-blattrige Rose) Eine Rose ist ein Graph, der aus einem einzigen Knoten be-
steht. Die Anzahl Blatter einer Rose sind die Anzahl Kanten |K| (siehe Abb. 1.3b fir
eine 3-bléttrige Rose).

(Kantenwegprodukt) Wir konnen nun auf natiirliche Weise ein partielles Produkt
in W(I') als Zusammensetzen von Kantenwegen definieren. Die Kantenwege w; und ws
kann man, fiir a(wy) = f(wy), zum Kangenweg wyws € W(I') zusammensetzen.

Beobachtung. Jeder Kantenweg ist das Produkt seiner Kanten. Das Kantenweg-
produkt ist — soweit definiert — assoziativ: (wjws)ws = w;(wows), und die Elemente 1,
sind neutral: 1yw) - w = w - 1g) = w.

(Inverser Kantenweg) Als nichstes definieren wir den inversen Kantenweg. Das
Inverse von w in Gl. (1.6) ist der Kantenweg

w =kt ke R, (1.8)

d.h. es ist w in entgegengesetzter Richtung durchlaufen. Hier beobachten wir, dass
das Produkt w - w™! nicht etwa das oben definierte neutrale Element ergibt. Vielmehr
handelt es sich um einen geschlossenen Kantenweg, der sich selber zuriickverfolgt.
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(Reduzierte Kantenwege) Um uns einer Gruppenstruktur anzunéhern, fithren
wir als néchstes die Menge der reduzierten Kantenwege W™ C W ein. Ein Stachel
in einem Kantenweg ist ein Teilstiick (..., k, k71, ...), welches die gleiche Kante k
unmittelbar nacheinander in entgegengesetzten Richtungen durchlauft. Ein reduzierter
Kantenweg ist ein Kantenweg, der keine Stacheln aufweist.

Sei w = (..., ki, k, k™ kj,...) ein Kantenweg mit Stachel. Da B(k;) = a(k;), er-
halten wir durch Weglassen des Stachels einen neuen Kantenweg @ = (..., k;, kj,...).
Offensichtlich fithrt das sukzessive Weglassen von Stacheln zu einem eindeutig bestimm-
ten Kantenweg wyeq € W™

Nun wollen wir das Kantenwegprodukt in W™ definieren. Da durch zusammen-
setzen von wi,w, € W™ Stacheln entstehen konnen, ist w; - w, im Allgemeinen
kein reduzierter Kantenweg. Wir definieren das Produkt reduzierter Kantenwege als
W1 *ped Wo = (W1 - W )req, d.h. der zusammengesetzte Kantenweg wird danach reduziert.
Da der so erhaltene Kantenweg eindeutig ist, ist auch das Kantenwegprodukt in 1/red
wohldefiniert. Man beobachte leicht, dass (w - w™")red = la(w) und (W™ w)peq = 13(w)-
Das Produkt in W™ ist offensichtlich assoziativ, da es keine Rolle spielt, in welcher
Reihenfolge die Stacheln weggelassen werden.

Bemerkung. Anstatt das reduzierte Kantenwegprodukt einzufiithren, werden tiblicher-
weise Aquivalenzklassen [w] durch Hinzufiigen und Weglassen von Stacheln definiert.
Diese Komplikation ist aber fiir unseren Zweck nicht notwendig.

/ 4— -3

BT B / ~—_

4

G

(a) (c) (d)

Abb. 1.3: (a) Baum; (b) 3-blittrige Rose; (¢) Graph mit Sehnenzahl 2;
(d) Graph mit Sehnenzahl 3.

1
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1.3 Konstruktion der freien Gruppe

Wie oben besprochen, ist das Kantenwegprodukt nur fiir Kantenwege mit kom-
patiblen Anfangs- und Endknoten definiert. Um eine Gruppenstruktur zu erhalten,
beschranken wir uns jetzt auf geschlossene Kantenwege. Die Menge

m(T,v) = {w e WD) | a(w) = B(w) = v} (1.9)

bildet beziiglich dem reduzierten Kantenwegprodukt eine Gruppe. Damit dréngen sich
nun interessante Fragen auf: Was ist die Gruppe m1(I', v) und wie wird sie charakteri-
siert? Wie hangt diese Gruppe mit dem Graphen I' zusammen?

Satz 1.1. m(I",v) = F,,, wobei n die Sehnenzahl von T ist.

Beweis. Wir wollen den Beweis im Fall von Graphen mit endlicher Anzahl Knoten
und Kanten besprechen. Der unendliche Fall ist nicht weiter schwierig. Besprechen wir
zuerst zwei Spezialfalle.

Sei I' ein Baum, wie z.B. in Abb. 1.3a. Geschlossene Kantenwege im Baum bestehen
nur aus Stacheln, und diese reduzieren sich auf das Neutralelement 1,. Somit ist 7y (I", v)
die triviale Gruppe. Auch die Sehnenzahl verschwindet, da I' und sein maximaler Baum
identisch sind.

Betrachten wir als néchstes die n-blattrige Rose, wie in Abb. 1.3b fiir n = 3 gezeigt.
Bezeichnen wir die Kanten des Graphen mit K = {ky, ko, ..., k,}. Jeder geschlossene
Kantenweg kann als Produkt dieser Kanten und ihrer Inversen geschrieben werden,
K ist somit eine Erzeugermenge von m(I', v). Nach Reduktion von Stacheln ist diese
Darstellung auch eindeutig und die Gruppe frei, da reduzierte Kantenwege eindeutig
als reduzierte Wérter im Alphabet K U K~ geschrieben werden. Der Rang der freien
Gruppe ist also n = |K|. Der maximale Baum der Rose ist leer, somit ist ihre Sehnen-
zahl auch |K|.

In Fall eines allgemeinen Graphen I', wie in Abb. 1.3c oder 1.3d, wéihlen wir als ers-
tes einen maximalen Baum von I'. Geschlossene Kantenwege, die diesem Baum folgen,
reduzieren sich auf das Neutralelement. Wollen wir nichttriviale Kantenwege konstru-
ieren, so missen diese Sehnen enthalten. Geschlossene Kantenwege, die genau eine
Sehne enthalten, sind durch den gewédhlten Baum eindeutig bestimmt, wir nennen sie
S C m (T, v). Die Kantenwege S bilden eine Erzeugermenge der Gruppe, da jedes Ele-
ment als Produkt dargestellt werden kann. Diese Darstellung ist auch eindeutig, da
es (ausser dem trivialen) offensichtlich kein Produkt aus S U S~! gibt, welches das
Neutralelement 1, darstellt. [J

Ein anderer Beweis von Satz 1.1 benutzt die Homotopie: Durch Zusammenziehen
vom maximalen Baum erhalt man eine n-bléttrige Rose, wobei n die Sehnenzahl des
Graphen ist.
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1.4 Normalteiler, Faktorgruppe, Homomorphismus

(Normalteiler) Ein weiterer wichtiger Begriff der Normalteilers einer Gruppe. Ein
Normalteiler N ist eine Untergruppe von G, welche invariant unter Konjugation mit
Elementen von G ist. Konjugation nennt man die Operation

90 = gag™" (1.10)

der Gruppe auf sich selber. Das heisst, eine Untergruppe N < G ist ein Normalteiler
von GG genau dann, wenn 9n € N, Vg € G und Vn € N. In diesem Fall schreibt man

N<G. (1.11)

Man bemerke, dass jede Untergruppe einer abelschen Gruppe ein Normalteiler ist.
(Faktorgruppe) Wenn N ein Normalteiler von (G, -) ist, so tragt die Menge der
Nebenklassen
G/N :={gN|ge€ G} (1.12)

eine natiirliche Gruppenstruktur: (g1 N)*(g2N) = (g1-g2) N. Dass dieses Produkt wohl-
definiert ist und allen Gruppenaxiomen geniigt, ist einfach zu zeigen: Die Gruppen-
axiome folgen trivialerweise aus denjenigen von G: Neutralelement ist N und das
Inverse von gN ist ¢g7'N. Es bleibt zu zeigen, dass das Produkt wohldefiniert, also
existent und eindeutig ist. Offensichtlich existiert es, da (g1g2)N € G/N. Fir die
Eindeutigkeit brauchen wir nun die Normalitdt von N. Wéhlen wir zwei Darstel-
lungen der Elemente: g, # g1 = ¢in, sowie go # §o = gom mit n,m € N. Dann
haben wir (g1N)(g2N) = (g192)N und (g1 N)(§2N) = (G1g2)N. Wegen N < G ist
G102 = gingam = gigonm mit 7 = g, 'mgs € N. Da N < G abgeschlossen, haben wir
nmN = N, und somit ist (g1g2)N = (§1G2)N. O
(G/N,*) nennt man Quotienten- oder Faktorgruppe von G beziiglich N.
(Homomorphismus) Ein Gruppenhomomorphismus f € Hom(G, H) ist eine Ab-
bildung f : G — H von der Gruppe (G,-) in die Gruppe (H, ), wobei die Gruppen-
struktur respektiert wird:

flx-y)=f(x)* fly), Vo,y € G. (1.13)

Ist f auch noch bijektiv, so ist es ein Isomorphismus und wir schreiben G = H. Der
Kern von f, ker(f) := {k € G| f(k) = 1y}, ist ein Normalteiler von G. Beweis:

fOk) = flg)f(R)f(g)™" = f(9)f(9)~" =1, Vg € G, Vk € ker(f). O
Fiir die entsprechende Faktorgruppe gilt der

Satz 1.2 (Homomorphiesatz). Ist f ein Homomorphismus f : G — H, so ist
G/ker(f) = f(G) < H. (1.14)

Beweis. Die Abbildung g - ker(f) — f(g) ist offensichtlich surjektiv in (1.14). Be-
trachten wir zwei Elemente g1, go € G. Sind sie Elemente der gleichen Nebenklasse, so
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werden sie auf das gleiche Element in H abgebildet, da g; = g2k mit k € ker(f) und
somit f(g1) = f(g2). Gehoren sie zu verschiedenen Nebenklassen, so ist g3 = gog mit
f(g) # 1 und somit f(g1) # f(g2). Die Abbildung ist also auch injektiv. [J

Bemerkung: Satz 1.2 sagt im Speziellen  ker(f) = {1} < f bijektiv®. In vor-
hergehenden Kapiteln wurde die freie Gruppe eingefiihrt und konstruiert. Die grosse
Bedeutung der freien Gruppe liegt nun insbesondere in folgendem

Satz 1.3. Jede Gruppe G = gp(X) erzeugt durch | X| Elemente ist isomorph zu einer
Faktorgruppe der freien Gruppe Fjx| vom Rang | X|.

Beweis. Sei B Basis der freien Gruppe Fix| mit |B| = |X| und f : B — G ge-
geben durch eine Bijektion B — X. Wie in der linearen Algebra kann man, wegen
der Eindeutigkeit der Produktdarstellung der Elemente w € Fix|, f zu einem Homo-
morphismus f : Fly — G fortsetzen. Weil f(B) die Erzeugermenge von G enthilt, ist

die Untergruppe gp(f(B)) = G, also ist f surjektiv. Aus dem Homomorphiesatz 1.2
folgt Fix|/ker(f) = G. O

Beispiel 1.5. Die zyklische Gruppe kann als Quotientengruppe geschrieben werden:
L =707 . (1.15)

Hier wird die Gruppe der ganzen Zahlen (Z, +) in Aquivalenzklassen unterteilt, so dass
z ~ z+n. Da (Z,+) abelsch ist, ist jede Untergruppe von Z ein Normalteiler.

Bemerkung. Fir endliche Gruppen ist die Ordnung der Faktorgruppe durch den
Satz von Lagrange gegeben: |G/N| = |G|/|N|. Da Z aber keine endliche Gruppe ist,
ist der Satz von Lagrange hier nicht anwendbar.

Beispiel 1.6. Die Diedergruppe D,, besitzt einen Normalteiler erzeugt durch die Ro-
tation r, denn die Untergruppe gp({r}) ist ja abelsch. Weiter gilt in D,, die Relation
rs = sr— !, wobei s eine Spiegelung ist. Somit besteht diese Quotientengruppe lediglich
aus den Klassen der gleichsinnigen und der ungleichsinnigen Symmetrien des n-gons.
D,,/gp({r}) ist also isomorph zu Zs.

1.5 Kommutatorgruppe und Abelisierung

(Kommutator) Fiir jede Gruppe gibt es eine abgeleitete bindre Verkntipfung, nam-
lich der Kommutator:

(91, 92) = 919297 g5 - (1.16)

Gruppen, fiir welche alle Kommutatoren trivial sind (d.h. [g1,92] = 1, V1,92 € G),
sind abelsch.

(Kommutatorgruppe) Eine wichtige Untergruppe von G ist die Kommutator-
gruppe, genannt G’ oder auch |G, G]. Sie wird durch die Menge der Kommutatoren
erzeugt, das heisst

G =gp({lg1, 92| 91,92 € G}). (1.17)
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Die Kommutatorgruppe ist sogar normal in G. Kommutatoren sind stabil unter Kon-
jugation: 9[gi, go] = [9g1,9g2]. Also ist gG'g~" = g(gp([g1,92]))9~" = gp([?91,992]) = G
und G’ ist ein Normalteiler von G.

Bemerkung. Selbst wenn die Gruppe G endlich erzeugt ist, so ist die Untergruppe
G’ im allgemeinen nicht endlich erzeugt [sieche Gl. (1.17)].

(Abelisierung) Da G’ < G, existiert die Faktorgruppe G/G’. Diese Faktorgruppe
ist kommutativ und wird Abelisierung von G genannt.
Beweis. [¢1G", 32G"] = 1G'92G' g5 ' G'97 ' G = [g1, g2]G" = G'. Also ist G /G’ abelsch. [

Bemerkung. Allgemeiner lasst sich zeigen, dass ,,G/N abelsch“ < G' < N < G. Mit
anderen Worten: Jeder Homomorphismus von G in eine abelsche Gruppe faktorisiert
tber m: G — G/G'.

Fiir abelsche Gruppen gibt uns folgender Satz einen engen Rahmen vor:

Satz 1.4 (Klassifikationssatz). Endlich erzeugte abelsche Gruppen (wie beispiels-
weise eine Abelisierung G/G’) sind gegeben durch

GG =" @, . (1.18)
J

Die Zahl k € N wird Z-Rang (oder freier Rang) der abelschen Gruppe genannt. Im
endlichen Teil sind v; Potenzen von Primzahlen. (ohne Beweis)

Beispiel 1.7. Alle Untergruppen der zyklischen Gruppe sind Normalteiler (da Z,
abelsch ist). Zg hat beispielsweise die Untergruppe B = {0, 3,6}. Die entsprechenden
Nebenklassen sind B, B + 1, B + 2, und wir haben Zg/B = Z;.

Beispiel 1.8. Berechnen wir die Abelisierung der Diedergruppe D,, = gp({r, s}), wobei
r eine Rotation und s eine Spiegelung ist (siehe Abb. 1.1). Die Kommutatorgruppe wird
erzeugt durch [r,s] = 2. Fiir n ungerade haben wir somit D/, = {1,7,...,r" '} und
die Nebenklassen sind D,,/D!, = {1,s} = Zy. Fiir n gerade ist D], = {1,7%,...,r"?}
und die Nebenklassen sind D,,/D!, = {1,r,s, sr}. Diese Gruppe ist isomorph zur soge-
nannten Kleinschen Vierergruppe Ky = Dy = Zgy X Zs (siehe Bsp. 2.1).

Beispiel 1.9 (Abelisierung der freien Gruppe). Betrachten wir nun die Abel-
isierung der freien Gruppe vom Rang zwei, F; = gp({a,b}). Geméss Kapitel 1.3 kon-
nen wir dies als Fundamentalgruppe eines Graphen mit zwei elementaren geschlossenen
Kantenwegen, z.B. Abb. 1.3¢, auffassen. Die Kommutatorgruppe ist recht kompliziert,
da sie aus unendlich vielen Kommutatoren erzeugt wird: Fy = gp({[a, b], [a?, 1], [a, ¥?], .. .}).
In F,/F; werden Worter aus Fp nun zu Klassen zusammengefasst, bei denen die Rei-
henfolge der Buchstaben keine Rolle mehr spielt. Also konnen wir sie durch geordnete
Elemente darstellen und finden F,/Fy = {a™b™ | n,m € Z} = Z*. Ahnlich iiberzeugt
man sich leicht, dass die Abelisierung der freien Gruppe vom Rang k die frei abelsche
Gruppe Z* ergibt.
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Kapitel 2

Elemente der BNS Theorie

2.1 Der Cayley Graph

Als néchstes wollen wir der Frage nachgehen, wie man diskrete Gruppen auf niitzli-
che Weise darstellen und charakterisieren kann. Aus algebraisches Sicht kann man die
paarweise Verkniipfung (Gruppenprodukt) einfach in einer Multiplikationstabelle an-
geben, der sogenannten Gruppentafel. Beispielsweise ist diese fiir die Kleinsche Vierer-
gruppe in Tab. 2.1 gegeben.

(Cayley Graph) Eine graphische Darstellung der Gruppenstruktur ist der Cayley
Graph T'(G, X) von G beziiglich ihrer Erzeugermenge X. Der Cayley Graph ist ein
spezieller Graph I' = (V. K, «, 3), dessen Knoten durch die Gruppenelemente gegeben
sind, V' = G. Die Kanten des Graphen sind gerichtet und gefirbt: Eine Kante (g; z)
der Kantenmenge K = G x X startet beim Knoten ¢ und fiihrt zum Knoten g - z,
d.h. a(g;z) = g und 5(g;z) = gx. Der Erzeuger x € X legt Richtung und Farbe der
Kante fest. Die Anzahl Farben ist also gegeben durch | X|. Die inverse Kante zu (g; x)
ist (g;2)™" = (gz,27).

(Kantenweg) Um Kantenwege auf dem Cayley Graphen einzufiihren, benotigen
wir wiederum die inversen Erzeuger X ' = {z7'| z € X}. Seien g, f € G und y; €
Y = X UX™!, so bezeichnen wir einen Kantenweg von g nach f = g-y1-y2-. ..y, mit

(g3y1: 92, Yn) EW(I) =G xY x ... xY. (2.1)

Die Multiplikation eines Kantenwegs w = (g;y) mit einem Gruppenelement h € G ist
wie folgt definiert: h - (g;y) = (hg;y).

Der Cayley Graph ist eine geometrische Darstellung der Gruppenstruktur. Er ist
ein zentraler Baustein der geometrische Gruppentheorie. Allerdings wird der Graph bei
grossen Gruppen schnell uniibersichtlich, insbesondere ist er bei unendlichen Gruppen
oft schwer zu analysieren. Hinzu kommt, dass der Cayley Graph abhéngig von der
Wahl der Erzeugermenge ist, d.h. die Graphen I'(G, X) und I'(G, X’) sind im Allge-
meinen nicht isomorph. Intrinsische Figenschaften der Gruppe sollen aber unabhéngig
von der Erzeugermenge sein. Grossen aus Konstruktionen, die den Cayley Graphen
I'(G, X) verwenden, aber unabhéngig von der Erzeugermenge sind, bezeichnet man als
Invarianten der Gruppe.

Eine bekannte Invariante ist die Endenzahl des Cayley Graphen. Andere algebrai-
sche Invarianten sind z.B. die Homologiegruppen Hg(G). Die ¥-Invarianten der BNS
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Theorie sind geometrische Invarianten (d.h. es sind geometrische Objekte). Als néchstes
werden wir die einfachste daraus, die Invariante X!, genauer besprechen.

Die Multiplikation mit einem Element ¢ € GG operiert auf dem Cayley Graphen als
farbrespektierender Automorphismus:

teG TG, X) = (G,X)
(g;7) = (tg; ).

Man bemerke, dass diese Abbildung die Inzidenz von Knoten und Kanten respektiert.

(2.2)

Beispiel 2.1. Die kleinste nicht-zyklische Gruppe ist die Kleinsche Vierergruppe. Es
ist eine abelsche Gruppe der Ordnung vier. Die Gruppentafel ist in Tab. 2.1 gegeben.
Der Cayley Graph der Vierergruppe fiir die Erzeugermenge X = {2,3} wird in Abb. 2.1
gezeigt.

-1 2 3 4
111 2 3 4
212 1 4 3
313 4 1 2
414 3 2 1

Tab. 2.1: Gruppentafel der Kleinschen Vierergruppe.

@< —
| .

L |

@- @

Abb. 2.1: Cayley Graph der Kleinschen Vierergruppe (Tab. 2.1) fiir
die Erzeugermenge X = {2, 3}.

Beispiel 2.2. Ein weiteres einfaches Beispiel ist die freie Gruppe, fiir welche der Cayley
Graph ein Baum ist (nicht so fir frei abelsche Gruppen; siehe Abb 2.3).

Beispiel 2.3. Die Symmetrien des gleichseitigen Dreiecks bilden die Diedergruppe D3
(Abb. 2.2a). Als minimale Erzeugermenge konnen wir beispielsweise die Rotation r um
120° und eine Spiegelung s; wahlen. So erhdlt man den Cayley Graphen in Abb. 2.2b.
Wiahlt man hingegen zwei Spiegelungen {s1, s} als Erzeuger, so erhdlt man den Gra-
phen in Abb. 2.2c.
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! ® | o @
(a) (b) (c)

Abb. 2.2: (a) Symmetrien des gleichseitigen Dreiecks; Cayley Graphen
von Ds fiir die Erzeugermenge {r, so} in (b); und fiir {s;, s2} in (c).

2.2 Die Charaktersphire S(G)

Als néchstes betrachten wir Homomorphismen y € Hom(G,R), welche Elemente
aus ( in die additive Gruppe der reellen Zahlen abbilden,

x:G—R. (2.3)

Einen solchen Homomorphismus y nennen wir (additiver) Charakter der Gruppe.” x hat
eine natiirliche Erweiterung auf den Cayley Graphen, ndmlich die lineare Interpolation
auf den Kanten. Wir nennen diese Erweiterung h,,

hy :T(G,X) >R, (2.4)

wobei hy|¢ = x.

Beobachtung. Die Gruppe G operiert auf dem Cayley Graphen I" wie in (2.2), und
auf r € R durch Verschiebung [Addition von x(t)]: Fur ¢t € G ist t - r :== x(t) + r. Also
ist h, : ' — R eine Abbildung mit h,(tc) =t - hy(c) = x(t) + hy(c)."

Proposition 2.1. Folgende Rédume sind isomorph:
Hom(G,R) & Hom(G/G',R) = R* | (2.5)
und k ist der Z-Rang von G/G'.

Beweis. Offensichtlich ist die Restriktion von x € Hom(G, R) auf die Kommutator-
gruppe G’ trivial, da x([a,b]) = x(a) + x(b) — x(a) — x(b) = 0. Folglich muss x
auf allen Elementen einer Nebenklasse gG’ den gleichen Wert annehmen: x(gG’) =

*Der Begriff Charakter wird je nach Kontext unterschiedlich verwendet. In der Darstellungstheorie
beispielsweise bezeichnet man die Spur einer Matrixdarstellung als Charakter des Gruppenelements.
Dieser Charakter ist im Allgemeinen weder additiv noch multiplikativ.

fSolche Abbildungen f mit f(tc) =tf(c) und ¢t € G nennt man ,,G-Abbildungen®.
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x(9) + x(G") = x(g), was den ersten Isomorphismus zeigt. Um den zweiten Isomor-
phismus zu begriinden, benutzen wir den Klassifikationsatz 1.4, Gl. (1.18). Auf dem
endlichen Teil der Gruppe (Z,) ist jeder Homomorphismus trivial, da x(v) = x(vx1) =
vx(1) = x(1) = x(1) = 0. Fir den nichtzyklischen Teil gibt es diesen Zwang nicht und
deshalb ist x(1) € R fiir jeden Faktor von Z in G/G’ frei wahlbar. OJ

(Charaktersphire) Oft ist es sinnvoll, den trivialen Charakter x(¢g) =0, Vg € G,
aus Hom(G, R) auszuschliessen. Weiter reicht es dann, die Klassen der Strahlen [x] zu
betrachten, d.h. xy1 ~ x2 < x1 = Ax2 mit A > 0. Der Charakterraum der Strahlen
hat so die Topologie einer Sphére der Dimension k£ — 1. Dies wird die Charaktersphdre
S(G) genannt,

S(G) ={[x]| x € Hom(G,R) \ {0}} . (2.6)

Die Y-Invariante der BNS Theorie ist eine Teilmenge von S(G). Wir fithren sie als
nachstes ein.

2.3 Die Invariante X(G)

Betrachten wir nun gewisse Untergraphen des Cayley Graphen, I, C I'(G, X). Wir
definieren
(G, X)={pel(G,X)| hp) >r}, (2.7)

wobei 7 eine reelle Zahl ist und x ein Charakter. Interessanterweise hiangen gewisse
Eigenschaften des Untergraphen I'}, weder von r noch von der gewéhlten Erzeugermenge
X ab. Erstens gilt folgendes

Lemma 2.2. Die Aussage ,["} zusammenhédngend® héngt nicht von r ab.

I zusammenhéngend“ bedeutet: Fiir alle p,q € G}, = {g € G| x(g9) > r} gibt es
einen Kantenweg w = (p — ¢; Y1, ..., Yn) mit x(py1 ... yx) > r fir k =1,...,n. Anders
ausgedriickt: Jw € W(T') mit vy (w) := min{x(py1 - .- Yr) }r=1..n. = 7, ¥p,q € G%.

Beweis. Fir x = 0 ist das Lemma trivial, da F;SZ% =T und I' 2y = 0 (Der Cayley
Graph als Ganzes ist nattrlich zusammenhéngend).

Sei x # 0 und betrachten wir r < s. Aus Def. (2.7) folgt I'; C I'}. Nehmen wir als
erstes an, I'y ist zusammenhéngend. Sei ¢ € G ein beliebiges Element mit x(t) > 0.

Fur zwel Knoten p, g € I'}, wéhlen wir ein gentigend grosses m, so dass

x(t"p) =mx(t) + x(p) > s,

X(t"q) = mx(t) + x(q) = s. (2.8)

Die Knoten ¢"p und t™¢ sind somit beide in I'} und konnen darin durch einen Kanten-
weg w verbunden werden (I'y zush.). Also verbindet der Kantenweg (p;t™,w,t™™) die
Knoten p und ¢ in I'}, und somit ist ["} zusammenhangend.

Nehmen wir nun an, I}, ist zusammenhéngend. Fur ein geniigend grosses n haben
wir 7 + ny(t) > s, und somit ist "I, = I} C T Nun kénnen wir das gleiche
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Abb. 2.3: Cayley Graph von Z? fiir X = {(1,0),(0,1)}. Die Knoten
des Untergraphen I'}, fiir x(a,b) = 2a + 3b und r = 2.5 sind als griine
Sterne markiert.

Argument wie oben verwenden, um zu zeigen, dass zwei Knoten in I'} durch einen
Kantenweg darin verbindbar sind. [

Bemerkung. Wie besprochen folgt fiir s < r aus der Definition I'}, C I'{. Vergréssern
wir den Wert von 7, so kann der Untergraph I}, C I' also im Prinzip kleiner werden.
Der Zusammenhang von I'} (falls vorhanden) bleibt aber erhalten.

Beispiel 2.4. Der Cayley Graph I' der additiven Gruppe Z? fiir die Erzeugermenge
X = {(1,0),(0,1)} ist in Abb. 2.3 gegeben. Die Knoten des Untergraphen I, C T'
sind als griine Sterne markiert. Hier haben wir r = 2.5 und als Charakter x(a,b) =
2a+ 3b gewéhlt. Der Untergraph I}, C I' ist offensichtlich zusammenhéngend, und dies
unabhéngig vom Wert von r (Lemma 2.2).

Lemma 2.3. Die Aussage ,['} (G, X) zusammenhéngend* ist unabhéngig von der Er-
zeugermenge X.

Beweis. Um von einer Erzeugermenge X zu einer anderen zu wechseln, reicht es,
wenn wir in endlich vielen Schritten redundante Erzeuger zu X hinzufiigen oder weg-
nehmen. Betrachten wir zuerst das Hinzufiigen, X’ = X U {z'}, wobei 2’ ein iber-
fliissiger Erzeuger ist. Falls I'} (G, X') zusammenhdngend ist, so ist offensichtlich auch
I (G, X') zusammenhdngend, da lediglich neue Kanten zum Graphen hinzugefiigt wer-
den [d.h. I (G, X) C T (G, X')].

Nehmen wie als néchstes an, F;(G , X') sei zusammenhéngend. Sei w ein Kantenweg
in I'} (G, X') von p nach ¢ € G, der die Kante 2’ enthélt. Da der Erzeuger 2’ redundant
ist, kann die Kante (g;2") durch einen Kantenweg mit Erzeugern in X ersetzt werden,
z.B. durch gwy = (g;21,%2,...,2,) mit z;, € X. Der neue Kantenweg taucht aber
maximal um v, (wg) = min{0, x(x1), x(x122), ..., x(z1...2,)} unter den Wert r ab.
Somit wéhlen wir ein ¢ € X mit x(¢) > 0 und ein gentigend grosses m, so dass x(t") =
mx(t) > —vy(wo). Im isomorphen Graphen #"'I"} kann jetzt die z’-Kante auf diese
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Weise ersetzt werden, ohne dass darin der Zusammenhang verloren geht. Da "I =

F;*mX(t) und wegen Lemma 2.2 bleibt der Zusammenhang aber auch in I'}, erhalten. [J]
Wir sehen also, dass der Zusammenhang vom Cayley Untergraphen I} (G, X') weder

von 7 noch von der gewéhlten Erzeugermenge X abhéngt. Ohne Einschrankung kénnen

wir 7 = 0 wéhlen. Die ¥-Invariante ist nun folgendermassen definiert.

(X-Invariante)

S(G) ={[x] € S(G) | I ist zusammenhéngend} . (2.9)

¥ (G) ist also die Teilmenge der Charaktersphéire S(G), fir welche der Untergraph
I'\ (G, X) zusammenhéngend ist. ¥ ist unabhdngig von der gewahlten Erzeugermenge
X C G, und somit ist es eine Invariante der Gruppe.

Beispiel 2.5. Kommen wir auf das vorhergehende Beispiel der Gruppe G = (Z?, +)
zurtick. In Abb. 2.3 sehen wir leicht, dass I'} fiir jede Wahl von x zusammenhdngen

ist. Also ist in diesem Fall X(G) = S(G).

Beispiel 2.6. Allgemein zeigt man, dass bei endlich erzeugten abelsche Gruppen %
immer die volle Charaktersphére abdeckt: Gemaéss Klassifikationssatz 1.4 sind solche
Gruppen isomorph zu Z* @ (endlich), wobei der endliche Teil hier keine Rolle spielt
[da y(endlich) = 0]. Offensichtlich ist der Untergraph {v € Z*| x,(v) = a-v > 0}
zusammenhéngend fiir alle a € R*. 0

Beispiel 2.7. Betrachten wir ein weiteres einfaches Beispiel: Die freie Gruppe Fjs1.
Wie in Bsp. 1.9 besprochen, ist die Abelisierung F)/F, = Z*. Der Z-Rang ist so-
mit & und die Charaktersphiare S(Fy) hat Dimension k& — 1. Der Cayley Graph I'(F)
ist ein Baum und man sieht leicht, dass der Untergraph I'} nicht zusammenhéngend
ist. Wahlen wir dazu ein » > 0 und die Knoten g; = 2"y™ und ¢, = y™a", wo-
bei x,y zwei verschiedene Elemente der Basis sind mit x(z), x(y) > 0. Offensichtlich
ist x(g1) = x(92) = nx(z) + mx(y), und fir gentigend grosse n und m liegen beide
Knoten in I'}. Die Knoten g; und g» konnen beide jeweils durch genau einen redu-

zierten Kantenweg vom Neutralelement aus erreicht werden: wy = (1;z,...,2,y,...,9)
resp. we = (L;y,...,y,z,...,x). Also sind ¢g; und g» nur durch den Kantenweg w =
witws = (guy~Y ...,y Y2l oY y,... y,x,...,x) verbindbar. w ist schon re-

duziert und lauft via Neutralelement mit x(1) < r. Somit liegen g; und go in nicht-
zusammenhangenden Teilmengen von I'). Dies gilt fir jedes x, also ist Y(Fp)=0.0
Bemerkung. Es kann nititzlich sein, den Homomorphismus 7 : G — G/G’ geome-
trisch als Projektion des Cayley Graphen von G auf denjenigen von G /G’ aufzufassen.
Betrachten wir beispielsweise die Abelisierung Fy, — Fy/Fy = Z?. Der Cayley Graph
der frei abelschen Gruppe Z? ist in Abb. 2.3 gegeben. Der Cayley Graph von F, breitet
sich als Baum in der dritten Dimension aus, wobei jeweils mehrere Knoten senkrecht
tiber jedem Gitterpunkt von Z? liegen (ausser iiber dem Ursprung) und darauf proji-
ziert werden. Vom Ursprung ausgehende Kantenwege in Z? konnen nun eindeutig auf
Kantenwege in Fy zuriickgefithrt werden. Dies nennt man eine Uberlagerung von Z2.
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2.4 >Y-Kriterien

Wir geben nun einige dquivalente Kriterien an, welche besagen, dass der Graph I'}
zusammenhéngend ist. Diese Kriterien helfen zu entscheiden, ob ein [x] € S(G) zur
Menge ¥ gehort. Ahnliche Diskussionen sind in [BS94; Str13] zu finden.

Sei W (I") die Menge der Kantenwege im Cayley Graphen. Wir definieren folgende
Erweiterung v, vom Charakter x auf die Kantenwege:

vy W(I) =R

vy (w) = min{x(g),x(gz1),- - -, x (921 - .. 2n)} - (2.10)

Es ist also der kleinste Wert, den x auf den Knoten des Kantenwegs annimmt.
(Kantenweg-push) Weiter definieren wir den Kantenweg-push. Sei ¢ eine G-
Abbildung, das heisst
w: W(T) — W() (2.11)

mit p(gw) = gp(w) und p(g) = gp(1) € G, Vg € Gund w € W(I'). Diese G-Abbildung
ist ein Kantenweg-push in Richtung x € Hom(G,R) \ {0}, wenn

de > 0, so dass v, (p(w)) > vy (w) + ¢, Yw € W(T). (2.12)

Anders ausgedriickt: Ein Kantenweg-push in Richtung x vergrossert den Wert von v,
auf allen Kantenwegen. Als Illustration ist ein Beispiel in Abb. 2.4 gegeben.
Es lassen sich nun folgende Kriterien fiir den Zusammenhang von I'}, formulieren.

Satz 2.4 (X-Kriterium). Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) T7% ist zusammenhdngend.

(i) Es gibt ein ¢t € G mit x(¢) > 0 und fiir jedes y € Y = X U X! einen Kantenweg
wy von t nach yt, so dass v, (wy) > vy (1;y).

(iii) J¢ : W(I') — W(I") ein Kantenweg-push in Richtung x.

Bemerkung. In Kriterium (ii) ist zu unterstreichen, dass der Kantenweg w, von ¢
nach yt fithrt, und nicht etwa von ¢ nach ty [Sonst wére es einfach die Kante (t;y)].
Siehe auch Illustration in Abb. 2.5. Bemerkenswert ist, dass die X-Kriterien lokale
Bedingungen liefern fiir eine globale Eigenschaft, namlich dem Zusammenhang von I'}.

Beweis. [(i) = (ii)] Wir wahlen zuerst ein beliebiges t € G mit x(t) > 0, und addie-
ren dieses zum Erzeugersystem X. Dank Lemma 2.3 &ndert dies den Zusammenhang
von I'} nicht. Dank Lemma 2.2 ist 7 beliebig, und wir wihlen r = min{x(t), x(yt)} =
X(t)+vy(1;9) = vy (t;y). Daraus folgt, dass sowohl ¢ als auch yt in I'}, liegen, und wegen
dem Zusammenhang gibt es darin einen Kantenweg w,, der diese Knoten verbindet.
Also ist vy (wy) > r = v, (t;y) > v, (1;y). O
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Abb. 2.4: Kantenweg-push w — ¢(w): Der Wert vom Minumum v,
wird durch die Abbildung vergrossert. Iteriert man einen Kantenweg-
push geniigend oft [d.h. w — ¥ (w)], so vergréssert sich sogar h, auf dem
ganzen Kantenweg [d.h. max(h, (w)) < min(h, (¢*(w)))]. Die Anfangs-
resp. Endpunkte der Kantenwege verlaufen dabei auf den Bahnen g;t*
und gpt*.

[(ii) = (iii)] Als nachstes wollen wir mit Hilfe der Abbildung y +— w, einen Kantenweg-

push konstruieren. Sei w = (g1;¥1,%2,---,Yn_1) €in Kantenweg von ¢; nach g, =
Q1Y1 - - - Yn—1. Wir schreiben
w=g1(Ly1) g2(L;92) - . Gn-1(L; Y1) (2.13)

Nun ersetzen wir alle Kanten (1;y) in w mit w, und erhalten so den Kantenweg

w/ = glwy1 g2wy2 ctt gn—lwyn,l 9 (214)

welcher von gt nach g,t filhrt (siehe Abb. 2.4). Wir haben

Uy (w) = min{x(g1) + vy (1;91), X(g2) + vx(L;92), - - s X(Gn-1) + vy (L;yn-1)}  (2.15)

und

oy (W) = min{x(g1) + vy (wy, ), X(92) + vy (Wys)s - -+ X(Gn—1) + vy (Wy 1)} - (2.16)

Gemass Annahme ist v, (w,) > v, (1;y), also ist v, (w') > vy (w). Die Abbildung w — &’
ist somit ein Kantenweg-push in Richtung y. [J

[(iii) = (i)] Schliesslich zeigen wir, dass der Zusammenhang von I}, aus der Existenz
eines Kantenweg-push ¢ folgt. Wahlen wir 7 = 0 und zwei Knoten g; und go in I'}, d.h.
X(91), x(g2) > 0. Ein Kantenweg w von g; nach gy taucht im Allgemeinen in negative
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(Ly) 7

Abb. 2.5: (1;y) — wy aus Kriterium (ii) in Satz 2.4: Die Bedingung
ist, dass der Wert der Charakter dabei erhéht wird: v, (wy) > vy (1;y) =
min{0, x(y)}. Dies muss fiir alle Erzeuger y € X U X ! gelten.

Bereiche von y ab [d.h. vy (w) < 0]. Den Wert von v, kdnnen wir aber durch Anwendung
des Kantenweg-push erhéhen. Der Kantenweg w™ = (g1;t) ¢(w) (got; t7") startet dann
auch wieder bei g; und endet bei gy [Hier ist ¢ = (1) mit x(¢) > 0. Bei Bedarf miissen
wir ¢ zur Erzeugermenge hinzufiigen]|. Wir zeigen nun, dass sich durch Iteration der
Wert von v, beliebig erhohen lasst. Sei

w® = (gist,t, ) (W) (gt T, (2.17)
Wir haben

vy (W) = min{vy (g1;t, . . ., 1), vy (" (W), vy (gnt®; t71 .t} (2.18)

Wegen x(t) > 0 ist vy (g1;¢,...,t) = x(g1) und vy (g, t*;t71 ... ™) = x(gn). Weiter
folgt aus der Annahme, dass v, (p*(w)) > vy (w) + ke. Somit finden wir

v (WH) > v (W) + ke (2.19)

Fiir geniigend grosse Anzahl Iterationen k riickt der Kantenweg w® in den positiven
Bereich von x. Somit sind beliebige Knoten in I') verbindbar und dieser Graph ist
zusammenhangend. [

Korollar 2.5 (Offenheit von ¥). Wenn fiir ein y der Untergraph I'} zusammen-
hangend ist, dann ist er es auch fiir x’ hinreichend nahe bei .

Beweis. Die Offenheit vom ¥ C S(G) folgt aus den »-Kriterien. Nehmen wir zum
Beispiel Kriterium (ii). v, (w) — vy (w) = 6, kann im Betrag beliebig klein gemacht
werden, wenn |y — x'| < 1. Also ist v,/ (wy) — vy (L;y) = vy (wy) — vy (1;y) + > e+ 4.
Fiir |§] < € haben wir € + § > 0 und das Kriterium ist somit auch fiir x erfillt. OJ

Beispiel 2.8. Als einfaches Beispiel betrachten wir wieder die freie Gruppe Fj~1. Sei
die Basis X = {by,ba,...,br}. Wir mochten das Kriterium (ii) aus Satz 2.4 benutzen,
d.h. Kantenwege w, fiir die Kanten y = (1;b,) und ihrer Inversen suchen. Sei eine
G-Abbildung von (1;b,) auf einen Weg w,, = w(t — b,t). Da I' ein Baum ist, und da ¢
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Abb. 2.6: Teil des Cayley Graphen der Gruppe G, Gl. (2.20).

und b,t auf unterschiedlichen Seiten der Kante (1;b,,) liegen, muss w,, notwendigerweise
tiber die Kante (1;b,) fithren. Ein solcher Weg kann aber den Wert von v, (1; b,,) nicht
tibersteigen, und somit erfiillt er das Kriterium nicht. Gemass Satz 2.4 ist I'y also nicht
zusammenhangend und X ist leer.

Beispiel 2.9. Betrachten wir nun eine etwas kompliziertere Gruppe. Sei

1
Gy = Zb] % gp(t), (2.20)
mit ¢ € N und
ZH = {2 abez b|d)} (2.21)
q b Y ) ) Y
wobei ,b| ¢* bedeutet, dass b Teiler einer beliebigen Potenz von ¢ ist. Z[1/q] ist eine

additive Gruppe und wir schreiben das neutrale Element als ,,0“. Die von t erzeugte
Gruppe agiert darauf als Multiplikation mit ¢: Sei @ € Z[1/q], so gilt tat™' = qu.
Allgemein ist fiir (z,t") € G, die Verkniipfung

(z,1") - (y. ") = (x + "y, ") (2.22)
Man priift einfach, dass das inverse Element gegeben ist durch

(,6") " = (==, t ). (2.23)
Wir sehen, dass fir ¢ = 1 die Gruppe (2.20) ein direktes Produkt ist. Diesen trivialen
Fall schliessen wir in der Folge aus.

Die Gruppe G, wird durch zwei Elemente erzeugt:

Gy =ep({(1,t°),(0,1)}). (2.24)

Der resultierende Cayley Graph hat eine interessante Struktur. Ein Teil davon ist in
Abb. 2.6 gezeigt. Das neutrale Element der Gruppe wird hier als e = (0, 1) bezeichnet
und die Erzeuger als a = (1,%) und ¢t = (0, t).

Die Erzeuger {a,t} erfiillen die Gleichung ta = a?t.* Fiir mégliche Charakter x folgt
daraus x(t) + x(a) = qx(a)+ x(t), also muss x(a) = 0 sein fir ¢ > 1. Somit ist nur x(¢)

*G, gehért somit zur Familie der sog. Baumslag-Solitar Gruppen.
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frei wihlbar, also ist Hom(Gy, R) = R. Der freie Rang der Abelisierung G, /G, ist also
1 und die Charaktersphire S(G,) = {+1, —1}. Der Cayley Graph ist selbstédhnlich mit
repetierenden Zyklen. Das heisst, aus jedem Knoten in Abb. 2.6 entspringt wieder ein
ahnlicher Zyklus.

Besprechen wir nun den Zusammenhang von I'} fir diese Gruppe. Wir schreiben
X(t) = x+ = £1 und wollen wieder Kriterium (ii) aus Satz 2.4 anwenden. Wir nennen
das Element ¢ im Kriterium 7, um es nicht mit dem Erzeuger in diesem Beispiel zu
verwechseln. Die Erzeuger sind Y = {a,t,a™!,t71}.

Betrachten wir zuerst den Fall x; = 1; hier konnen wir ¢ = ¢ wihlen. Suchen wir
nun fir die Kante (1; a) einen Kantenweg von ¢ nach at. Eine natiirliche Wahl ist w, =
(t;a,t7 1 a7t ... a™t t), und wir finden leicht v, (w,) = 0. Wir haben aber v, (a) = 0,
also ist das Kriterium nicht erfiillt. Wir zeigen, dass es einen solchen Kantenweg von
t nach at mit v, (w) > 0 nicht geben kann: Um die Knoten ¢ und at auf der Stufe
x = 1 zu verbinden, muss es ein k € Z geben, so dass ta® = at. a* konnen wir mit ¢
kommutieren, und wir erhalten die Gleichung a?t = at, oder a?* = a. Diese Gleichung
hat offensichtlich keine Losung (da ¢ > 1). Héhere Stufen (x > 1) erhalten wir durch
Multiplizieren mit ¢, und die Argumentation bleibt gleich.

Betrachten wir nun den Fall y, = —1. Hier wihlen wir £ = ¢t!; die blauen Kanten in
Abb. 2.6 dndern ihre Richtung. Als erstes finden wir einen Kantenweg w, von  nach af.
Wir wéihlen den natiirlichen Kantenweg w, = (f;a,...,a) und finden v, (w,) = x(f) =
1 > v, (1;a) = 0. Somit ist Kriterium (ii) erfiillt.

Weiter miissen wir das Kriterium fiir a=1, sowie fiir den Erzeuger ¢ priifen. Fiir w,
ersetzen wir einfach die Kanten in w, mit a~!. Das Kriterium ist fir t = f und t ' = ¢
immer erfiillt, da die elementaren Kanten (#;¢) und (£;¢71) die gesuchten Kantenwege
sind: v, (;1) =1 > v, (1;¢) =0 und v, (£;¢71) =0 > v, (1;¢71) = —1.

Wir sehen also in diesem Beispiel, dass die Charaktersphare S(G,) = {—1,1} von
der ¥-Invarianten gerade halbiert wird: X(G,) = {—1}.

2.5 Anwendungen

Mit Hilfe der BNS Theorie und der Y-Invarianten liessen sich erstmals verschiedene,
sehr allgemeine Aussagen iiber unendliche Gruppen beweisen, welche vorher bestenfalls
vermutet wurden. In diesem letzten Kapitel besprechen wir einige dieser wichtigen
Anwendungen der BNS Theorie. Wir formulieren sie als Theoreme, welche hier aber
nicht bewiesen werden. In [BS80; BNS87; BS94; Str13] kann man mehr dazu finden.

Die Theoreme 2.6 — 2.9 unten betreffen algebraische Gruppeneigenschaften, wel-
che in geometrische Eigenschaften der »-Invarianten iibersetzt werden konnen. Damit
gelang es beispielsweise, mehr Klarheit in den schwierigen Begriff der endlichen Prd-
sentierbarkeit von Gruppen zu bringen (mehr dazu weiter unten). Das Korollar 2.10
macht dann eine allgemeine und interessante Aussage iiber Gruppen, die zwar ohne
Y -Invarianten formuliert werden kann, deren Beweis aber erst durch die BNS Theorie
ermoglicht wurde. Die Korollare 2.11 und 2.12 schlussendlich beantworten eine éltere,
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allgemeine Frage von Philip Hall zur endlichen Préasentierbarkeit, im Fall von met-
abelschen Gruppen. Zum Schluss skizzieren wir ein Beispiel von Herbert Abels zu
nicht-metabelsche Gruppen.

Wie iiberall in dieser Arbeit nehmen wir auch hier an, dass die Gruppe G endlich
erzeugt ist. Fiir solche Gruppen gilt folgendes

Theorem 2.6. G’ ist endlich erzeugt genau dann, wenn X(G) = S(G).

Bemerkung. Auch wenn G endlich erzeugt ist, so ist die Kommutatorgruppe G’
nicht unbedingt endlich erzeugt. Ein einfaches Beispiel ist die freie Gruppe Fj (siehe
Bsp. 1.9): Fj ist offensichtlich nicht endlich erzeugt (fiir £ > 1). In Bsp. 2.6 habe wir
gezeigt, dass bei abelschen Gruppen ¥ die volle Charaktersphare abdeckt. Dies ist ein
Spezialfall von Theorem 2.6, da die Kommutatorgruppe abelscher Gruppen trivial und
somit endlich erzeugt ist.

Mit Hilfe eines Normalteilers N < G kann man eine weitere Untermenge der
Charaktersphére definieren:

S(G,N) = {Ix] € S(G) [ x(N) =0} C 5(G). (2.25)
Fiir diese Untermenge gilt
Theorem 2.7. N < G ist endlich erzeugt genau dann, wenn S(G, N) C X(G).

(Prasentierung) Ein wichtiges Konzept in der Gruppentheorie, welches wir bis
anhin nicht besprochen haben, ist die Prdsentierung einer Gruppe. Als Alternative zur
Gruppentafel oder zum Cayley Graphen (siehe Kap. 2.1) kann eine Gruppenstruktur
durch eine Erzeugermenge X und einer Menge von definierenden Relationen festgelegt
werden: Ein Element g der Gruppe G hat im Allgemeinen mehrere Darstellungen als
Produkt in Y = X U X!, Es gibt dann zwei verschieden Wérter u und v im Alphabet
Y, welche ausmultipliziert g ergeben. In so einem Fall sagt man ,in G gilt v = v*,
und die Gleichung u = v ist eine Relation von (G; X). Aufgrund der Gruppenaxiome
stehen natiirlich immer ,triviale Relationen® zur Verfiigung, wie (uv)™! = v~'u~! oder
u™lu = 1 etc. Definierende Relationen wird eine Menge R von Relationen genannt,
aus denen man mit Hilfe der Gruppenaxiomen alle Relationen von (G; X) herleiten
kann. Dieser Sachverhalt wird so geschrieben: G = (X|R). Beispielsweise schreiben wir
L, = (ala™ = 1) fir zyklische Gruppen.

Eine Gruppe heisst endlich prdsentiert, wenn eine endliche Anzahl definierender Re-
lationen R von (G; X) gegeben ist. Interessanterweise ist die Eigenschaft, eine endliche
Préasentierung zu besitzen, nicht von der Wahl der Erzeugermenge abhangig. Vielmehr
ist es eine Eigenschaft der endlich erzeugten Gruppe G selber. Man kann also von ei-
ner endlich prasentierten Gruppe sprechen, ohne eine Erzeugermenge zu nennen. Zum
Beispiel sind endlich erzeugte abelsche Gruppen [R = {z;x; = x;z;}i<;] oder freie
Gruppen [R = ()] endlich présentiert.

Ein anderer Zugang zur Prisentierung als oben beschrieben, verwendet die freie
Gruppe F|x, iiber der Basis X, und bildet dann die Gruppe G als Faktorgruppe: G =
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Fix|/R. Ohne auf diesen Zugang néher einzugehen, weisen wir hier auf Satz 1.3 und
seinen Beweis in Kapitel 1.4 hin. Dort legt der Kern des Homomorphismus f mogliche
Relationen r; = 1 der Prasentierung fest.

Da es nur abzédhlbar viele Moglichkeiten gibt, endlich viele Relationen zu benennen,
gibt es nur abzéhlbar viele endlich préasentierte Gruppen. Aus diesem Grund sind end-
lich prasentierte Gruppen ziemlich speziell, denn allgemein kann man zeigen, dass es
nur schon fir zwei Erzeuger iiberabzéahlbar viele (Isomorphieklassen von) Gruppen gibt.
Welche strukturellen Einschrankungen die endliche Préasentierbarkeit mit sich bringt,
ist aber bis heute weitgehend unbekannt und unerforscht.

(Metablesche Gruppen) Eine metabelsche Gruppe ist eine Gruppe G, dessen
Kommutatorgruppe G’ abelsch ist. Fir solche Gruppen gilt folgendes

Theorem 2.8. Eine Gruppe G ist endlich prasentiert und metabelsch genau dann,
wenn S(G) = X(G) U [-X(G)].

Bemerkung 1. Die Schreibweise [—Y(G)] bezeichnet die Antipoden auf der Charakter-
sphire, d.h. die Menge der Strahlen [x] € S(G) mit ' zusammenhéngend. Die Be-
dingung S(G) = X(G) U [-%(G)] in Theorem 2.8 besagt also, dass zumindest I}, oder
[7  fiir jedes x € Hom(G, R) zusammenhéngend ist.

Bemerkung 2. Zu Theorem 2.8 kann man anmerken, dass damit die Frage ,Was
bedeutet endliche Prisentiertheit wirklich?* zumindest fiir metabelsche Gruppen eini-
germassen beantwortet wird.

Theorem 2.9. Sei G eine Gruppe, die keine zu F, isomorphe Untergruppe enthélt.’
Dann gilt: Wenn G endlich présentiert ist, dann ist S(G) = £(G) U [-X(G)].

Aus diesen Theoremen folgen nun einige Korollare, welche interessanterweise sehr
allgemeine Aussagen tiber endlich erzeugte Gruppen machen.

Korollar 2.10. Sei G eine Gruppe, die keine zu F; isomorphe Untergruppe enthélt.
Dann gilt: Wenn G endlich présentiert und der freie Rang der Abelisierung G/G" > 1
ist, dann enthélt G einen endlich erzeugten Normalteiler N mit unendlich-zyklischer
Faktorgruppe G/N.

Beweisskizze von Korollar 2.10. Da der freie Rang von G/G’, n, grosser als 1 ist, ha-
ben wir dim[Hom(G/G’,R)] =n > 1. Also ist S(G) eine Sphére der Dimension > 1 und
somit zusammenhéangend. Wegen Theorem 2.9 iiberdeckt X (G) U [—3(G)] die Sphére
vollstédndig. Die beiden Mengen sind offen (Korollar 2.5). Da S(G) zusammenhéngend
ist, kann die Charaktersphére nicht als Vereinigung von zwei offenen disjunkten Teil-
mengen geschrieben werden. Also ist der Durchschnitt ¥(G)N[—X(G)] eine nicht-leere,
offene Teilmenge der Sphére S(G). Da das Bild von Hom(G/G’,Z) = Z" unter der ra-
dialen Projektion auf S(G)% in S(G) dicht ist, muss diese offene nicht-leere Teilmenge
von S(G) einen solchen Bildpunkt enthalten. Das bedeutet, dass es einen surjektiven

SF, ist die freie Gruppe vom Rang 2; siehe Kapitel 1.2.
THier wird S(G) als Einheitssphiire in Hom(G/G’,R) = R" aufgefasst.
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Homomorphismus G/G’ — Z zusammengesetzt mit G — G/G’, also einen Homo-
morphismus x : G — Z, gibt, mit der Eigenschaft, dass sowohl [x] also auch [—x] in
¥(G) sind. Das kann man so interpretieren, dass die Invariante der zyklischen Faktor-
gruppe, X(Z), sowohl [x] als auch [—x] enthélt. Das ist aber schon die ganze Sphére
S(Z). Wendet man nun Theorem 2.7 auf G = Z an, so erhélt man, dass N = ker(x)
endlich erzeugt ist. [J

Um Korollar 2.10 als Anwendung einschéitzen zu konnen, muss man folgendes
wissen: Ist N ein Normalteiler einer endlich erzeugten Gruppe G, mit unendlicher
Faktorgruppe G/N, dann ist N als Gruppe im Allgemeinen nicht endlich erzeugt. Man
sieht dies z.B. in Beispiel 2.9, wo G,/Z[1/q] = Z und die Gruppe Z[1/q] ist nicht
endlich erzeugt. Das Korollar zeigt also, dass gewisse Gruppen, wenn sie endlich pra-
sentiert sind und der Z-Rang der Abelisierung grosser als 1 ist, immer endlich erzeugte
Untergruppen mit Faktorgruppe Z haben.

Korollar 2.11. Wenn eine endlich prasentierte Gruppe G keine freie Untergruppe vom
Rang 2 enthélt, dann ist jede metabelsche Faktorgruppe G/N endlich prasentiert.

Beweisskizze von Korollar 2.11. Wenn man vom Cayley Graph von G tiibergeht zum
Cayley Graphen der Faktorgruppe G/N, so muss man lediglich viele Knoten identifizie-
ren: Alle Elemente von gN werden mit ¢ identifiziert. Dadurch wird die Moglichkeit,
dass zwei Elemente verbunden werden kénnen, nur vergrossert. Es gilt also auf alle
Falle, und ohne jede Voraussetzung an die Gruppe, dass X(G) C X(G/N). Wenn also
die Bedingung X(G) U [-X(G)] = S(G) gilt, dann gilt dasselbe erst recht fur G/N.
Korollar 2.11 folgt dann aus dem Zusammenspiel der Theoreme 2.8 und 2.9. [

(Auflésbare Gruppe) Sei G eine Gruppe. Die Bildung der Kommutatorgruppe
kann iteriert werden: Wir definieren G = @, GV = @', und G™ = [G"V] fiir
n € N. Eine Gruppe G heisst auflosbar, wenn es eine natiirliche Zahl d gibt (Index)
mit G@ = 1 (triviale Gruppe).

Beispiel 2.10. G’ = 1 bedeutet ,,G abelsch®: Abelsche Gruppen sind also auflésbar mit
Index 1. G® =1 bedeutet ,,G metabelsch“: Metabelsche Gruppen sind also auflosbar
mit Index 2.

Beispiel 2.11. Jede Gruppe der Dreiecksmatrizen enthélt eine auflésbare Untergruppe
von endlichem Index d.

Interessant war 1980, dass das Korollar 2.11 ein 25 Jahre altes Problem ansprach:
1954 fragte Philip Hall [Hal54], ob alle Faktorgruppen G /N einer endlich prasentierten
auflosbaren Gruppe G wieder endlich préasentiert sind. Diese Frage wurde durch das
Korollar fiir metabelsche Faktorgruppen gelost: Da auflosbare Gruppen F, nicht als
Untergruppe enthalten konnen, folgt

Korollar 2.12. Wenn G eine endlich prasentierte auflosbare Gruppe ist, dann ist jede
metabelsche Faktorgruppe G/N auch endlich prasentiert.
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Bei der Entwicklung der BNS Theorie war die Allgemeinheit der Aussagen in den
Korollaren 2.10 — 2.12 tiberraschend. Das heisst, die Korollare betreffen nicht spezielle
Beispiele von konkreten Gruppen (iiber die man manchmal viel mehr weiss), sondern
sie haben ein allgemeinere Giiltigkeit.

Beispiel 2.12. Interessanterweise fand Herbert Abels [Abe79] etwa gleichzeitig ein ne-
gatives Beispiel zur allgemeinen Frage von P. Hall: Die Gruppe G,, der oberen Dreiecks-
matrizen der Form

1 *x x  x
0 p" *x x
0 0 p™ x|’
0 0 0 1

wobei p ein Primzahl ist, ,,x“ Elemente in Z[1/p] und n, m ganze Zahlen sind (siehe auch
Bsp. 2.9). Die Gruppenverkniipfung ist die Matrixmultiplikation, und G, ist endlich
erzeugt. Wie alle Dreiecksmatrizengruppen ist G, auflosbar. Man kann sogar zeigen,

dass schon Gf’) =1.
Die Matrizen der Form

O O
o = O
= O O
_ O O %

000

bilden eine Untergruppe von G, welche isomorph zur additiven Gruppe Z = Z[1/p] ist.
Solche Matrizen kommutieren mit G, sie bilden also ein Zentrum, und Z ist auch ein
Normalteiler von G,. Man kann zeigen, dass G,/Z nicht endlich présentiert ist (ohne
Beweis).

G ist also endlich prasentiert und auflosbar, aber die Faktorgruppe G,/Z ist nicht
endlich présentiert. Aus Korollar 2.12 folgt dann, dass G,/Z nicht metabelsch sein
kann. Dieses Beispiel zeigt, dass die Frage von P. Hall im Allgemeinen negativ beant-
wortet werden muss. Die Voraussetzung ,G /N metabelsch” ist unerlésslich, falls die
Faktorgruppe endlich prasentiert sein soll.
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